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Цель. Разработка математических моделей гемодинамики (с учётом аномалии в гемореологии), позволяющих 

диагностировать функциональное состояние сосудов/сердечно-сосудистой системы.
Методы. При разработке математических моделей использованы методы эхокардиографии, математического 

моделирования, седиментации и законы реологии, механики и физиологии человека.
Результаты. Получены следующие математические модели: определения вязкости коллоидной дисперсной 

системы крови с учётом концентрации дисперсной фазы (клеток крови) и структурообразования крови; скорости 
стеснённого отстоя клеток крови в зависимости от стоксовой скорости отстоя и концентрации клеток; упруго-вяз-
костного свойства крови в виде зависимости скорости сдвига от вязкости крови, упругости (модуль Юнга) и на-
пряжения сдвига; фильтрации крови в сосудах (модифицированная форма закона Дарси) с учётом напряжения 
и скорости сдвига разрушенной и неразрушенной структуры коллоидной системы крови. Показано, что при на-
рушении скорости кровотока происходят динамический отстой клеток крови и образование структуры (тромба), 
движение которой не подчиняется закону Ньютона. Введены новые показатели для диагностики функциональ-
ного состояния сосудов и оценки степени тяжести сосудистой недостаточности.

Вывод. Разработанные модели гемореологии позволяют адекватно оценить диагностический показатель кро-
вотока в сердечно-сосудистой системе организма человека.

Ключевые слова: вязкость, напряжение сдвига, скорость сдвига, кровь, плазма, капилляр.
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Aim. Development of mathematical models of circulation (considering anomaly in hemorheology) allowing to diagnose 

functional condition of vessels/cardiovascular system.
Methods. Echocardiography, mathematical modeling, sedimentation and rheology laws, human mechanics and 

physiology methods were used for developing mathematical models.
Results. The following mathematical models were obtained: for determination of colloid dispersive blood system 

viscosity, considering concentration of dispersive phase (blood cells) and blood structure formation; velocity of inconvenient 
blood cells sedimentation depending on flow velocity of sediment and cell concentration; parameters of blood elasticity 
and viscosity as a connection between the velocity change and blood viscosity, Young`s elasticity and change tension; blood 
filtration in vessels (modified form of Darcy`s law) considering tension and changes of destroyed and undestroyed colloid 
blood system structure velocity. It was shown that impairments of blood flow velocity leads to blood cells sedimentation and 
thrombus structure formation, which is not moving according to Newton’s law. New indicators for diagnosing functional 
condition of vessels and estimating the severity of vascular insufficiency are introduced.

Conclusion. Developed hemorheologic models allow to adequately estimate human cardiovascular bloodflow.
Keywords: viscosity, pressure change, blood, serum, microvasculature.

Успех лечения при заболеваниях сердеч-
но-сосудистой системы (ССС) зависит от пра-
вильной оценки функционального состояния 
последней, определяемой точностью измере-
ния, учёта взаимосвязи и взаимного влияния 
важнейших показателей исследуемой системы 
и квалификации врача. К числу самых рас-
пространённых методов определения функцио-
нального состояния сердца и отдельных элемен-
тов ССС относятся электронная стетоскопия, 
электрокардиография (ЭКГ), эхокардиография 
(ЭхоКГ) [2, 4, 5] и метод измерения артериаль-
ного давления. При электронной стетоскопии 
улавливаются сердечные тоны и шумы. При 
ЭКГ регистрируют электрические поля, образу-
ющиеся при работе сердца; конечным результа-
том становится графическое представление раз-

ности потенциалов, возникающих в результате 
работы сердца. ЭхоКГ представляет собой один 
из важнейших технических методов определе-
ния состояния ССС, при котором посредством 
ультразвука получают информацию о форме, 
работе сердца и сосудов. Однако эти методы но-
сят локальный характер и не могут определить 
влияние гемореологии и гемодинамики на со-
стояние ССС.

Из вышеизложенного следует, что для по-
вышения качества диагностики функциональ-
ного состояния ССС необходимо разрабатывать 
математические модели, отражающие влияние 
изменения гемореологии, аномальной вязкости 
на гемодинамику и позволяющие качественно 
оценить сосудистую недостаточность.

Существует классическая гидродинамичес-
кая математическая модель Навье–Стокса [1], 
отражающая взаимосвязь между градиентом 
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давления, скоростью потока, плотностью и вяз-
костью жидкости:

ρ du 
= ΔP + μΔ2u + ( 1

 
μ +  μν)Δdiνv  (1),

где  ρ, u — соответственно плотность, кг/м3 и ли-
нейная скорость потока крови (м/с); μ, μν — коэф-
фициенты динамической и объёмной вязкости 
крови (Па·с); ΔP — градиент давлений (Па/м), v —  
скорость отстоя клеточных элементов.

Если к системе уравнений Навье–Стокса до-
бавить уравнение неразрывности потока

f1v1 = f2v2= .......= fnvn

то математически движение вязкой жидкости 
будет полностью описано, так как уравнение бу-
дет включать значения всех факторов, влияющих 
на движение вязкой жидкости, где fi (i=1, n) — 
площадь поперечного сечения сосудов (артерий, 
артериол, капилляров, венул и вен, артериовеноз-
ных анастомозов).

Однако ввиду сложности уравнения (1) его 
решение возможно только для некоторых част-
ных случаев.

Существует также математическая модель Пу-
азейля–Гагена в виде зависимости объёмной ско-
рости движения крови (Q) по сосудам от разности 
давлений в начале и конце сосуда (ΔР), радиуса 
(r) и длины сосуда (l) и вязкости жидкости (μ):

Q=  πr2
  ΔP

Это уравнение также не может быть исполь-
зовано для оценки функционального состояния 
ССС, так как оно выведено для труб постоянного 
диаметра, а сосуды имеют разные диаметры (аор-
та — 25 мм, артерия — 4 мм, капилляр — 8 мкм, ве-
нула — 20 мкм, вена — 5 мм, полая вена — 30 мм). 
Причём, несмотря на минимальный диаметр от-
дельного капилляра (8 мкм), их общий просвет 
приблизительно в 600–800 раз больше просвета 
аорты. Следовательно, расчётная скорость крово-
тока в капиллярах составляет около 0,06 см/с, по-
этому основная проблема структурирования крови 
и образования тромба возникает именно в системе 
капилляров. Для устранения данного недостатка 
и достижения поставленной цели с успехом мож-
но применить классический закон Дарси:

u= K gradP       (2),

где К — проницаемость системы капилляров (м2).
В последнее время появилась работа по мо-

дульному моделированию ССС человека [3], где 
используется модель артериального дерева, соз-
данная на основе модели, описывающей течение 
крови в артериальном сосудистом русле человека. 
При этом с целью учёта эластичности стенок ар-
терий применяют закон Гука:

P =
 h0E  (R–R0)    (3),

где Е — модуль упругости Юнга; h
0
 — толщина 

стенки артерии; R, R0 — соответственно радиусы 
артерий при текущем и нулевом давлениях; Р — 
текущее давление (напряжение) в артериях.

Постановка задачи.
Анализ вышеприведённых математических 

моделей, используемых для оценки функцио-
нального состояния сосудов, показывает, что су-
ществующие математические модели не учиты-
вают влияния главного фактора — аномальной 
вязкости крови — на объёмную скорость послед-
ней. Следовательно, разработка математических 
моделей кровотока с учётом вязкости крови с 
целью диагностики функционального состояния 
сосудов является актуальной задачей.

Решение задачи.
I вариант. Любое описание циркуляции жид-

костей внутри сосудов отличается по сравнению 
с технологическими жидкостями тем, что сосу-
ды не являются ригидными (твёрдыми) трубка-
ми с постоянным поперечным сечением. Кроме 
того, при протекании крови в капиллярах про-
исходит набухание эритроцитов, при котором 
они приобретают приблизительно сферическую 
форму. При этом математическую модель, опи-
сывающую гемореологию, можно представить 
комбинацией пружин и поршней.

Натяжение пружины (эритроцита) пропор-
ционально её деформации, а сила, действующая 
на поршень, пропорциональна скорости дефор-
мации. Следовательно, пружины и поршни в 
модели представляют соответственно упругие и 
вязкие свойства крови.

Соединение основных элементов механичес-
кой модели — пружины и поршня в параллель-
ную цепь называется элементом Кельвина–Фойг-
та (рис. 1), который описывается следующей 
формулой:

τ= Eγ+ μ dγ  или dγ + E γ –τ           (4),
 

где τ — напряжение сдвига или сокращение обо-
лочки эритроцита (Па); γ — деформация; dγ/dτ — 
скорость деформации (1/с); Е — модуль упругости 
Юнга (Па); μ — модуль вязкости (Па·с).

Деформация γ в таком теле (крови) под 
действием постоянной нагрузки τ

0
 развивается 

во времени. Скорость её снижается, так как на 
упругий элемент Гука (пружины) приходится 
всё большее усилие. Когда скорость деформации 
уменьшается до нуля, деформация достигает 
максимального значения (см. рис. 1). При усло-
вии постоянного напряжения математическая 
модель Кельвина–Фойгта (1) принимает следую-
щий вид:

Для решения этого дифференциального урав-
нения разделим переменные

                      ; 

dt

8 μl

dt dt  μ  μ 

   R2
0

μ

3
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Окончательное решение приводит к следующему 
уравнению:

            

В работе [3] приведено множество эмпиричес-
ких и полуэмпирических моделей, определяю-
щих зависимость эффективной вязкости дис-
персной системы (то есть крови) от напряжения 
сдвига и концентрации частиц. Следует отме-
тить, что описанные в литературе реологические 
модели, в том числе и модели для вычисления 
вязкости, не являются приближениями физи-
ческих законов, а представляют собой эмпири-
ческие или полуэмпирические приближения, 
описывающие кривые течения крови в опреде-
лённом интервале скоростей сдвига. Исходя из 
этого, эффективную вязкость крови с объёмным 
содержанием твёрдых частиц клеток крови φ 
предлагают определить по эмпирической фор-
муле, являющейся модифицированной формой 
уравнения Эйнштейна:

         (6),

где m — коэффициент, который определяется экс-
периментально; в нашем случае m=2,2; μρ — дина-
мическая вязкость плазмы крови (Па·с); φ — объ-

ёмная доля частиц (эритроцитов, лейкоцитов и 
тромбоцитов); φm — концентрация частиц при их 
максимальной упаковке; μе — эффективная вяз-
кость крови (Па·с).

Как видно из формулы (6) и рис. 2, эффек-
тивная вязкость (μе) существенно зависит от кон-
центрации клеток в крови. При определённой 
температуре (~36,6 °C) повышение концентра-
ции клеток от 33 до 53% обусловливает утроенное 
значение эффективной вязкости.

Застой и ацидоз в области микроциркуляции 
придают крови вязко-эластические качества геля. 
Кровь как неньютоновская жидкость обладает 
вязкостью с многочисленными аномалиями, за-
висящей одновременно от концентрации клеток 
в крови, протеинов и жиров в плазме, эластич-
ности эритроцитов, скопления всех клеточных 
элементов и образования структуры, водородного 
показателя (рН) крови, температуры и др.

Реологический характер плазменных макро-
молекул и клеток крови определяется состояни-
ем равновесия между силой диффузии и тенден-
цией их стеснённого осаждения по закону [7]:

  (7),

где  — стоксовая скорость отстоя, определяемая 
по формуле:

                  
,

где ; ρ, ρp — соответственно плотность кле-
ток и плазмы (кг/м3);  μс, μφ — вязкость дисперсной 

Рис. 1. Модель вязкоупругого элемента Кельвина–Фойгта (а) и зависимость деформации при τ=τ0 (б) и при τ=0 (в) 
от времени

Рис. 2. Зависимость вязкости дисперсной системы от объёмной доли твёрдых сферических частиц размером:  
1 — 0,1 мкм; 2 — 0,5 мкм; 3 — 1 мкм; 4 — 1,5 мкм

(5)
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среды плазмы и фазы клеток и макромолекул 
крови (Па·с); r — радиус частицы (м).

Таким образом, формулы (5), (6) и (7) могут 
быть использованы для оценки состояния про-
цесса кровотока в капиллярах.

II вариант. Как отмечено выше, кровь с ано-
мальной вязкостью по своим свойствам отлича-
ется от обычной, и её описание не подчиняется 
законам течения ньютоновских жидкостей.

Характерная кривая течения структуриро-
ванной крови приведена на рис. 3. Кривая те-
чения имеет два асимптотических состояния: 
ньютоновскую прямолинейную зависимость и 
зависимость, описываемую уравнением Бингама.

На кривой 2 участок ОА соответствует малым 
скоростям течения (явление ползучести), при ко-
торых системе наносится незначительный сдвиг, 
так как разрушения, связанные с течением, успе-
вают тиксотропно восстанавливаться, то есть 
течение системы происходит без разрушения её 
структуры. Это так называемое явление ползучес-
ти течения крови протекает при максимальной 
вязкости кровяной системы.

Далее с ростом напряжения τ или перепада 
давлений по длине сосудов (∆Р) начинается по-
степенное разрушение временных контактов, в 
том числе водородных связей, между элементами 
структуры (эритроцитами и плазмой) и образова-
ние других. В результате возникает динамичес-
кое равновесие, скорость деформации (течение) 
резко возрастает, и реологическая кривая выхо-
дит за участок ВС кривой 2, соответствующий 
пластической вязкости (μ*) кровяной системы. 
Экстраполяция кривой ВС по оси 0–τ даёт зна-
чение τ

р
, которое количественно характеризует 

сдвиговую прочность структуры и является пре-
дельным динамическим напряжением сдвига, 
соответствующим предельному напряжению 
разрушения структуры. Участок пластического 
течения ВС описывается уравнением Шведова–
Бингама:

                              
                         (8),

где τ
0
 — напряжение сдвига, соответствующее на-

чалу разрушения структуры;  μ* — пластическая 
вязкость системы;  — скорость сдвига структу-
рированной крови.

Для крови аномальной вязкости закон филь-
трации (протекания) Дарси отклоняется от клас-

сической формы и может быть записан в нели-
нейной форме:

     (9)

Из уравнения Ньютона   с учётом (8) 
получим:

Определив из выражения (8) μ* =τ–τ0 окон-
чательно получим выражение для эффективной 
вязкости крови в виде:

       (10),

из которого следует, что с ростом τ значение μ 
уменьшается и в пределе при τ >> τ0 величина μ 
→ μ* соответствует кровяной системе с полнос-
тью разрушенной структурой (участок СD) τ=τ

р
. 

Таким образом, вязкость структурированной 
системы в процессе течения под действием воз-
растающего напряжения сдвига или перепада 
давлений по длине сосудов изменяется от μ0, 
отвечающего неразрушенной структуре, до μ∞, 
характерного для полностью разрушенной струк-
туры. Подставляя (10) в формулу (9), получим 
уравнение Дарси для структурированной кровя-
ной системы:

   (11),

где х — координата поперечного сечения капил-
ляра.

При τ >> τ
0 
это выражение переходит в обыч-

ное уравнение Дарси [формулу (10)].
В случае аномальной кровяной системы для 

описания зависимости напряжения сдвига от 
градиента давлений может быть использована 
следующая формула:

gradP =4v2
n,

где  vn — пиковая скорость кровотока, определяе-

Рис. 3. Характерная кривая течения структурированной крови
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мая с помощью ЭхоКГ [6].
Очевидно, что показатель n в зависимости от 

температуры и свойств капилляров характеризу-
ет кривизну участка ВС (см. рис. 3).

Таким образом, скорость кровотока (u) и от-
стоя клеточных элементов (v), эффективная 
вязкость (μе), напряжение (τ) и скорость сдвига  
( ) структурированной крови служат диагнос-
тическими параметрами состояния процесса 
кровообращения. Математические модели (5), 
(6), (7) и (11) позволяют более реально, чем сущес-
твующие формулы, количественно определить 
значения этих параметров.

Для диагностики функционального состоя-
ния сосудов и ССС вводится новый показатель — 
подвижность крови в сосудах:

D= kl (1 – 
τ0 ) =   

Q

и по нему определяют степень тяжести сосудис-
той недостаточности:

 
СТ=  

DH – DT   100% ,

где Q — объёмная скорость кровотока; l — общая 
длина сосудов; ΔР — перепад давления по длине 
сосудов; DH и DT — соответственно подвижность 
крови в нормальных (здоровых) и оцениваемых 
сосудах. При СТ >70% состояние сосудов считают 
тяжёлым.

ВЫВОД

Разработанные модели гемореологии позво-
ляют адекватно оценить диагностический пока-
затель кровотока в сердечно-сосудистой системе 
организма человека. Показано, что при наруше-
нии скорости кровотока происходят динамичес-
кий отстой клеток крови и образование структу-
ры (тромба), в этом случае движение крови не 
подчиняется закону Ньютона. Введены новые 
показатели для диагностики функционального 
состояния кровеносных сосудов и оценки степе-
ни тяжести их недостаточности.
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